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Kombinatorische Integer-Arithmetik

0. Ubersicht

0.1. Lehrziele

Ziel des Studienbriefes Kombinatorische Integer-Arithmetik ist der Aufbau von Wissen Gber
die Funktionsweise und die Realisierungsmdglichkeiten von elementaren Integer-Arithmetik-

Systemen, wie sie in der Computertechnik Anwendung finden.
¢  Darstellung und Verarbeitung ganzer Zahlen

¢  Vergleich von ganzen Zahlen

¢ Addition und Subtraktion

¢  Fehlerbehandlung

0.2. Lehrinhalt

Ausgehend von der Darstellung von vorzeichenlosen und vorzeichenbehafteten ganzen
Zahlen werden Systeme zum Vergleich von Zahlen, zur Addition und zur Subtraktion
spezifiziert und realisiert. Besonderes Augenmerk wird auf die Fehlerbehandlung und die

Qualifikation des Rechenergebnisses gelegt.

0.3. Voraussetzungen

Elementare Grundkenntnisse der Informatik (bit, Bit, Byte, polyadische Zahlensysteme,
bindre und hexadezimale Zahlendarstellung, etc.).

0.4.  Anmerkungen

Fuhren Sie diverse Syntheseaufgaben mit Espresso-Web (Berkeley Espresso Tool) durch.
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

1. Integer (Darstellung ganzer Zahlen)

Das generelle Problem bei der digitalen bzw. rechnergestitzten Zahlendarstellung liegt darin,
dass ein unendlicher Zahlenbereich auf einen endlichen abgebildet werden muss. Aus den, aus
der ,,normalen Algebra bekannten Zahlengeraden werden Zahlenkreise. Die damit ver-

bundenen Probleme sind: Fehlerbehandlung bei Bereichsiiberlauf und Bereichserweiterung.

¢  Eine N-Bit vorzeichenlose ganze Zahl (unsigned integer) hat den Zahlenbereich:
zB =|0,..,2" 1]

¢  Eine N-Bit vorzeichenbehaftete ganze Zahl in Zweierkomplementdarstellung (signed

integer in 2’°c) hat den Zahlenbereich:

ZB =[-2"",..,0,..,2" " - 1]

Beispiele:
N=4 N=8
ZB, . =|0,..,15] ZB,, s =[0,..,255]
Zsz.beh. = [_8""0"' ’+7] Zsz.beh. = [_128,--,0,..,+127]

¢ Vorzeichenwechsel von 2’c-Zahlen:
- ZZ‘C = ZZ'c +1

d.h. die zu negierende 2‘c-Zahl wird bitweise invertiert und dann wird 1 dazuaddiert.
Die betragsmaRig groRte negative Zahl kann nicht negiert werden, da kein positiver
Pedant existiert! (vgl. dazu Bereichslberlauf weiter unten)
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

1.1. Der Zahlenkreis

Am Beispiel einer 4-stelligen ganzen Zahl (N=4) wird die Zuordnung der vorzeichenlosen
(Mitte) und der vorzeichenbehafteten (innen) Zahlen auf die Bitmuster (aullen) gezeigt. Wenn
wir von vorzeichenbehafteten Zahlen sprechen beziehen wir uns immer auf die Zweier-

komplementdarstellung.

ADD

0100

OVERFLOW

Die Richtung fir die Addition ist im Uhrzeigersinn, die Richtung fur die Subtraktion ist der
Gegenuhrzeigersinn. Die Darstellung der Werte der vorzeichenlosen Zahlen entspricht den

Dezimaléquivalenten der Bitmuster.
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Wird der Zahlenkreis fiir vorzeichenlose Zahlen zwischen 0 und 15 (berschritten, so liegt ein
Fehler vor, der durch den Ubertrag (Carry) angezeigt wird.

Vorzeichenbehaftete Zahlen werden so auf die Bitmuster verteilt, dass die Addition und und
die Subtraktion wie fiir vorzeichenlose Zahlen funktionieren. Dass dem Bitmuster 1000 der
Wert -8 (und nicht +8) zugeordnet wird ist willkirlich. Jedoch ist diese Willklr dahingehend
sinnvoll, dass man so einer vorzeichenbehafteten Zahl auf den ersten Blick ansieht, welches
Vorzeichen sie besitzt. Das hochstwertigste Bit wird deshalb auch als VVorzeichenbit (Sign-

Bit) bezeichnet. Ist das Sign-Bit=1, dann handelt es sich um eine negative Zahl.

Wird der Zahlenkreis fiir vorzeichenbehaftete Zahlen zwischen -8 und +7 Uberschritten, so

liegt ein Fehler vor, der als Uberlauf (Overflow) bezeichnet wird.

1.2.  Bereichstberlauf, Fehlersignalisierung

Die Fehlersignalisierung nach einer Arithmetikfunktion ist davon abhéngig, ob die Bitmuster,
die eine ganze Zahl darstellen, vorzeichenlos oder vorzeichenbehaftet interpretiert werden.
Fur vorzeichenlose Zahlen steht dafiir das Carry-Flag (CF) und fur vorzeichenbehaftete
Zahlen das Overflow-Flag (OF) zur Verfligung.

Wir betrachten fiir die folgenden Uberlegungen N-Bit breite Operationen, d.h. die Operanden
(A, B) und die Ergebnisse (S, D) sind N-Bit breit:

3 Addition: S=A+B
. Subtraktion: D=A-B
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Fur den vorzeichenlosen Fall (A,B,S,D sind vorzeichenlos) wird ein Fehler durch das Carry-
Flag (CF) wie folgt dargestellt:

Addition Subtraktion
l1<S<A CF l1<D>A
|0=S>A |0 D<A

Die Addition war dann und nur dann fehlerfrei, wenn die Summe gréRer oder gleich einem
Operanden ist. Beispiele fir 4-Bit breite Zahlen:

4+5=9, 7+0=7, etc.
Ist jedoch die Summe nach der Addition Kkleiner als die Operanden, dann liegt ein Fehler vor.

Beispiele fur 4-Bit breite Zahlen:
9+7=0, 4+15=3, etc.

Wahrend es fur die Fehlerbehandlung nach einer Addition egal ist, mit welchem der beiden
Operanden die Summe verglichen wird, muss nach der Subtraktion die Differenz mit dem
Minuenden (Differenz = Minuend — Subtrahend) verglichen werden. Nach einer korrekten

Subtraktion muss naturlich die Differenz kleiner-gleich dem Minuenden sein.

Fur den vorzeichenbehafteten Fall (A,B,S,D sind 2’c Zahlen) wird ein Fehler durch das
Overflow-Flag (OF) dargestelit.

Aufgabe 1:

Spezifizieren Sie fur die Addition und fur die Subtraktion die jeweilige OF-Funktion

mit Hilfe einer Wahrheitstabelle. (Losungsansatz siehe Seite 25)
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

1.3.  Zahlenbereichserweiterung

Ist der Zahlenbereich zu klein um die Ergebnisse darstellen zu kénnen, muss er erweitert

werden, indem man die Stellenzahl N der beteiligten Variablen auf M erhéht:

N—>MmitM>N

7 7 ZN :[ZN,Nl""ZN,O
N Eme
ZM :[ZM,M—l""ZM,N’ZM,N—l""ZM,O]

Die M-N Erweiterungsstellen bilden dabei die h6herwertigen Bits des erweiterten, nun M-
stelligen, Operanden. Die Erweiterungsmethode ist nattrlich davon abhéngig, ob die Zahlen

vorzeichenlos oder vorzeichenbehaftet (2’c) sind.

¢ Vorzeichenlose Erweiterung (zero extension):

Zy; ViiO<i<N-1
ZM,i: | . .
0 ViEN<I<M-1

d.h. die zusétzlichen héherwertigen M-N Stellen werden mit 0 initialisiert.

¢ Vorzeichenrichtige Erweiterung (sign extension):
Z,, Vi0<i<N-1
Z,:= ' . .
M1 Zywy VEEN<SIiSM -1

d.h. die zusétzlichen hoherwertigen M-N Stellen werden mit dem Wert des
Vorzeichenbits (hochstwertiges Bit Zy n-1 der zu erweiternden Zahl) der urspriinglichen,

N-stelligen Zahl, initialisiert.
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2. Komparatoren

Kombinatorische Integer-Arithmetik

Komparatoren sind digitale Systeme die zwei Zahlen miteinander vergleichen. Ganz allge-

mein liefern Komparatoren Ergebnisse wie gleich, ungleich, grosser, grosser-gleich, etc.

2.1.  Komparator auf Gleichheit

Der einfachste Fall eines Komparators ist der ,,Komparator auf Gleichheit®. Sein Ergebnis ist

natlrlich unabhangig von der Zahlendarstellung. Sind die beiden Bitmuster gleich, dann

liefert er am Ausgang den Wert 1.

Schaltsymbol
At — By
Komp
a| ASB | g
Ay — B,
YA:B

Funktionsbeschreibung (verbal)

Interface

N A-Eingénge (An-1,..,A0)
N B-Eingange (Bn-1,..,Bo)

1 Ausgang (Y a=s)

Der einfache Komparator vergleicht zwei N-stellige Eingangsvektoren (Bitmuster,

Zahlen) auf Gleichheit.

Funktionsbeschreibung (formalisiert)

y 1< ViO<i<N-LA=B
A8 T 10 Ji0<i<N-LA =B
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Anmerkung:

Der All-Quantor (Vx: Bereich fir x: Bedingung) liefert logisch 1 wenn flr alle x aus

dem spezifizierten Bereich die Bedingung erfullt ist.

Der Existenz-Quantor (3x: Bereich flr x :Bedingung ) liefert logisch 1 wenn die

Bedingung fur zumindest ein x aus dem spezifizierten Bereich erflllt ist.

Logische Gleichung

Z
,_\

1. Moglichkeit: Yas = (A ®B;)

I
o

N—

2 Moglichkeit: Yae =] [(A =B;)= 1( )

i=0 i=0

|_\

Aufgabe 2:

Wie hdngen die 1. und die 2. Mdglichkeit der logischen Gleichungen zusammen.
(L6sung siehe Seite 26)

Aufgabe 3:

Warum ist das Ergebnis eines Komparators auf Gleichheit (oder Ungleichheit)

unabhdngig davon, ob die verglichenen Zahlen vorzeichenlos oder vorzeichenbehaftet
sind? (LOsung siehe Seite 26)
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2.2. Komparator A>B

Kombinatorische Integer-Arithmetik

Bei einem Vergleich auf ,,gréRer ist auf die Zahlendarstellung zu achten. Die beiden zu
vergleichenden Zahlen A und B sind entweder beide vorzeichenlos oder beide vorzeichenbe-

haftet! Generell durfen bei arithmetischen Systemen i.A. die Zahlendarstellung nicht gemischt

werden.
Schaltsymbol
AN-l BN-l
Komp
A>B
Ay — By
YA>B

Funktionsbeschreibung (verbal)

Interface

N A-Eingange (An-1,..,A0)
N B-Eingéange (Bn-1,..,Bo)
1 Ausgang (Y asg)

Der erweiterte Komparator vergleicht zwei N-stellige ganze Zahlen auf ,,groRer. Dabei

muss man beachten, ob die Zahlen vorzeichenlos oder vorzeichenbehaftet (2’c)

interpretiert werden sollen.

Funktionsbeschreibung (formalisiert)

B 1< A>B
8710 A<B
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Aufgabe 4:

Entwerfen Sie einen 2-Bit ,,A>B*-Komparator, der sowohl vorzeichenlos (USa-g) als

auch vorzeichenbehaftet (Sa-g) vergleicht. (Losung siehe Seite 26)

# | At | Ao | Br | Bo [Aus|Bus| USase | As | Bs Sass
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 1
2 0 0 1 0 0 2 0| -2
0 0 1 1 0 3 0| -1
4 0 1 0 0 1 0 1 0
5 0 1 0 1 1 1 1 1
6 0 1 1 0 1 2 1 | -2
7 0 1 1 1 1 3 1 -1
1 0 0 0 2 0 210
9 1 0 0 1 2 1 -2 1
10 | 1 0 1 0 2 2 2 | -2
1] 1 0 1 1 2 3 2 | -1
12 | 1 1 0 0 3 0 -1 10
13 1 1 0 1 3 1 -1 1
14 | 1 1 1 0 3 2 1] -2
15| 1 1 1 1 3 3 -1 -1

Ausgehend von der gegebenen Wahrheitstabelle tragen Sie die Funktionswerte fiir
USass und Sasg ein und synthetisieren die Gleichungen in DNFmin. Ays und Bys sind
die Werte der Eingangsverktoren [A1,A0] und [B1,B0] vorzeichenlos und As und Bs
entsprechend vorzeichenbehaftet interpretiert und dezimal dargestellt.
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

2.3.  Der kaskadierbare Universalkomparator

Um Komparatoren flr Zahlen mit beliebiger Breite realisieren zu kénnen soll nun versucht

werden einen kaskadierbaren 1-Bit Universal-Komparator, zunéchst fiir vorzeichenlose

Zahlen, zu entwerfen, der Ergebnisse fur ,,gleich®, ,,groer” und ,,kleiner* liefert.

Schaltung des Gesamtsystems

Schaltsymbol und Interface

A>B A=B A<B
| IA>B IA=B IA<B
N la-g |a<e | |
A,— UK, B, -
Yas  Yas  Yas ] Univ. |
A B
Komp.
laop la-g | e | | |
A —] U K1 — B, v Y.y
YA>B YA=B YA<B A>B A=B A<B
[ [ [
L L L )
bog i lag 2 Daten-Eingénge (A,B)
] UKN-l — B 3 Kaskadierungs-Eingange (Iasg,la=g,la<g)
YA>B YA=B YA<B .
| | | 3 Ausgange (Y ase, Y a=g,Y a<g)
YA>B YA=B YA<B
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Funktionsbeschreibung (verbal)

Die i-te Stufe vergleicht die beiden Eingange A; und B; und setzt die Y-Ausgéange in
Abhéngigkeit dieses Vergleichs und der Information auf den Kaskadierungseingangen

(IasB,la=8,1a<g), die ja das Ergebnis der vorhergehenden Stufen darstellen.

Funktionsbeschreibung (formalisiert)

Yi,A:B :('A\ = Bi)' Ii,A:B

Yi,A>B

Yi,A<B

Aufgabe 5:

Spezifizieren Sie die fehlenden Gleichungen in der formalisierten Funktionsbe-
schreibung. Auf welche Werte missen die Kaskadierungseingénge der 0-ten Stufe

gelegt werden? (Losung siehe Seite 27)

IO,A:B = Io,A>B = IO,A<B =

Aufgabe 6:

Entwerfen Sie die Wahrheitstabelle fiir den vorzeichenlosen, kaskadierbaren 1-Bit

Universalkomparator. (L6sung siehe Seite 28)
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Aufgabe 7:

Synthetisieren Sie den 1-Bit Universalkomparator aus der Wahrheitstabelle (Ergebnis

aus Aufgabe 6) in eine DNFmin. (Ldsung siehe Seite 29)

Aufgabe 8:

Synthetisieren Sie die Schaltung des vorzeichenlosen, kaskadierbaren 1-Bit
Universalkomparators direkt aus der (formalisierten) Funktionsbeschreibung. (Losung
siehe Seite 31)
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3.

Kombinatorische Integer-Arithmetik

Addier- und Subtrahiersysteme

Die Addierer und Subtrahierer werden ausgehend von vorzeichenlosen Zahlen als 1-Bit

kaskadierbare Systeme entworfen.

3.1.

1-Bit VVolladdierer

Der 1-Bit VVolladdierer ist ein kaskadierbarer 1-Bit Addierer fiir vorzeichenlose ganze Zahlen.

Die Kaskadierung erfolgt Giber CI (carry in) und CO (carry out).

Schaltung des Gesamtsystems

Schaltsymbol, Interface und Funktion

Cl—ClI Cl — .
B,—B VA s——5, B— 1VI,351t —S
A,—A co A—] — CO
cl 3 Eingénge (A,B,CIN)
B, —{B VA s—— S, 2 Ausgange (S,COUT)
A —A co
T [co,s]=va([Cl,B, A])
[CO,S|=A+B+CI
|\ mit: + ... Addition
Cl
B.,—B VA s——S,, Cl ... Carry In, CO ... Carry Out
Ayl —A CO
L—CO=S,

Peter Balog
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Wahrheitstabelle

Kombinatorische Integer-Arithmetik

ct | B | A|col| s | [cos]
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 0 2
1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 0 2
1 1 0 1 0 2
1 1 1 1 1 3

Der Ausgangsvektor [CO,S] kann als 2-stellige Zahl gelesen werden und reprasentiert

so automatisch das korrekte Additionsergebnis (in obiger Wahrheitstabelle dezimal
dargestellt) des 1-Bit VVolladdierers.

Aufgabe 9:

Synthetisieren Sie die beiden Logikfunktionen fir S und CO in eine DNFmin. (Lésung

siehe Seite 31)

S=vas(Cl,B,A) CO=vaco(Cl,B,A)
Cl,B Cl,B
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
0 0
0 2 6 4 0 2 6 4
1 1
1 3 7 5 1 3 7 5
S= CO=
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3.2. 1-Bit VVollsubtrahierer

Kombinatorische Integer-Arithmetik

Der 1-Bit Vollsubtrahierer ist ein kaskadierbarer 1-Bit Subtrahierer fiir vorzeichenlose ganze

Zahlen.
Schaltung des Gesamtsystems
Cl—CI
B,—1B VS s—— So
A,—A CcO
Cl
B,—B VS s——s,;
A —A CcoO \‘
|\ Cl
By.—1B VS sI—— St
Avi—A CO
—CO=S,

Schaltsymbol, Interface und Funktion

I/ 1.Bit
B — —S
A — VS —— CO

3 Eingénge (A,B,CIN)
2 Ausgange (D,COUT)

[co,D]=vs([CI,B, A))
[CO,D]=B-(A+Cl)

mit: + ... Addition

Cl ... Carry In, CO ... Carry Out

Peter Balog
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Wahrheitstabelle

Kombinatorische Integer-Arithmetik

cl | B | A | (a+c) | B«(a+Cl) [ cOo | D
0 0 0 0-0 0 0
0 0 1 0-1 1 1
0 1 0 1-0 0 1
0 1 1 1-1 0 0
1 0 0 0-1 1 1
1 0 1 0-2 1 0
1 1 0 1-1 0 0
1 1 1 1-2 1 1

Damit die Wahrheitstabelle leichter lesbar wird, wurden die Spalten fur die Zwischen-

rechnung (A+CI) und B-(A+Cl) eingefihrt und dezimal dargestellt.

Aufgabe 10:

Synthetisieren Sie die beiden Logikfunktionen fir D und CO in eine DNFmin. (L6sung

siehe Seite 31)
D=vsd(Cl,B,A) CO=vsco(CI,B,A)
CiB CiB
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
0 0
0 2 4 0 2 6 4
1 1
1 3 5 1 3 7 5
D= CO=
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Aufgabe 11:

Auf welchen Wert muss Cly gelegt werden? (Losung siehe Seite 31)
Beim Addierer: Cly= beim Subtrahierer: Clo=

Aufgabe 12:

Wie héangen die Summenfunktion vas(CI,B,A) des Addierers und die Differenzfunktion
vsd(CI,B,A) des Subtrahierers zusammen? (L6ésung siehe Seite 31)

Aufgabe 13:

Wie héngen die Carry-Out-Funktion vaco(CI,B,A) des Addierers und die Carry-Out-
Funktion vsco(Cl,B,A) des Subtrahierers zusammen? (L6sung siehe Seite 32)

Aufgabe 14:

Kann ein vorzeichenloser N-Bit Addierer fiir vorzeichenbehaftete Zahlen (2°c)
eingesetzt werden? (Losung siehe Seite 32)

Aufgabe 15:

Entwickeln Sie eine 1-Bit Addier-/Subtrahierzelle fir vorzeichenlose und
vorzeichenbehaftete Zahlen. (L6sung siehe Seite 32)
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

4, Flags (Condition Codes)

Es steht eine N-Bit Arithmetikeinheit zur Verfligung die sowohl vorzeichenlose als auch
vorzeichenbehafte Zahlen addieren und subtrahieren kann. Neben dem N-Bit Ergebnis liefert
diese Arithmetikeinheit auch noch 4 Flags, oft auch als Condition-Codes bezeichnet, die das

Ergebnis qualifizieren.

Carry-Flag (CF) Das CF zeigt an, ob das vorzeichenlos betrachtete Ergebnis
richtig (CF=0) oder falsch (CF=1) ist.
Weiters wird das CF fur die Kaskadierung von Addierern und

Subtrahierern verwendet.

Overflow-Flag (OF) Das OF zeigt an, ob das vorzeichenbehaftet betrachtete Ergebnis
richtig (OF=0) oder falsch (OF=1) ist.

Zero-Flag (ZF) Das ZF zeigt an, ob alle Ergebnisbits 0 sind (ZF=1) oder nicht
(ZF=0).
Sign-Flag (SF) Das SF zeigt an, ob das Ergebnis vorzeichenbehaftet betrachtet

negativ (SF=1) oder positiv (SF=0) ist.

Aufgabe 16:

Wie wird das Sign-Flag realisiert? (Losung siehe Seite 32)

Aufgabe 17:

Wie wird das Zero-Flag realisiert? (Lésung siehe Seite 32)
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Beispiele:

Es steht eine 4-Bit Addier-/Subtrahier-Einheit zur Verfugung, welche neben dem 4-Bit
Ergebnis auch die Flags CF, OF, ZF und SF liefert.

vz.los vz.beh. Flags
B 0O 0 1 1 3 3 cC O Z S
A + 0 1 0 O 4 4 0 0 0 O
ERG 0 1 1 1 7 7

vz.los vz.beh. Flags
B 0 1 1 O 6 6 cC O Z S
A + 1 0 1 O 10 -6 1 0 1 O
ERG 0 0 0 O 0 0

vz.los vz.beh. Flags
B 0 0 1 O 2 2 cC O Z S
A - 0 1 0 1 5 5 1 0 0 1
ERG 1 1 0 1 13 -3
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

5. Lehrzielorientierte Fragen

1. Wasist die Idee der 2°c Darstellung fur vorzeichenbehaftete Zahlen?
Wie erfolgt die Zahlenbereichserweiterung flr Integer und wovon ist sie abhangig?

Wie hangen der All-Quantor und der Existenz-Quantor zusammen?

> wo N

Welche Funktionen hat das Carry-Bit bei einem kombinierten Additions- und
Subtraktionsssystem?

Ist die Berechnung des Overflowflags von der Bitbreite der Operanden abhangig?
Ist die Berechnung des Signflags von der Bitbreite der Operanden abhéngig?
Ist die Berechnung des Zeroflogs von der Bitbreite der Operanden abhé&ngig?

Was ist die Aussage des Signflags fir vorzeichenlose Operationen?

© ©o N o O

Was ist die Aussage des Overflowflags fir vorzeichenlose Operationen?

10. Was ist die Aussage des Carryflags flr vorzeichenbehaftete Operationen?
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

5.1.  Antworten auf die lehrzielorientierten Fragen

1. Die Additions/Subtraktions Vorschrift wird von dem vorzeichenlosen Zahlenbereich in

den vorzeichenbehafteten Zahlenbereich ,,hintibergerettet”.

2. Hoherwertige Stellen hinzuftigen. Abhangig ob vorzeichenlos oder vorzeichenbehaftet.
Bei vorzeichenlos mit 0 auffullen und bei vorzeichenbehaftet mit dem Wert des

hdchstwertigen Bits.

3. Liefert der All-Quantor den Wert 0 so existiert (mindestens) ein Wert fur den die

inverse Bedingung des All-Quantors erfllt ist,- das klingt nach DeMorgan !

Keine Aussage.

4.  Fehleranzeige (Bereichsuberlauf) fir vorzeichenlose Zahlen und zur Kaskadierung.
5. Nein,- nur von den hochstwertigen Bits der Operanden und des Ergebnisses.

6. Nein

7. Ja

8.

9.

Keine Aussage.

10. Keine Aussage.
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) Losungen

Lésungsansatz zu Aufgabe 1:

Kombinatorische Integer-Arithmetik

Um das OF zu ermitteln ben6tigt man lediglich die Sign-Bits der beiden Operanden A

und B sowie das Sign-Bit des Ergebnisses. Die OF-Berechnung ist unabhangig von der

Bitbreite des Addierers bzw. Subtrahierers.

# |An-1|Bn-1| Sna || OF A+B=S
0 0 0 0 0 |pos+pos=pos: korrekt
1 0 0 1 1 |pos+pos=neg: falsch
2 0 1 0 0 [usw.
3ol 1|10
4110 0]O0
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 0
# |An-1|Bn-1|Dna| OF A-B=D
0 0 0 0 0 |pos-pos=pos: moglich, korrekt
1 0 0 1 0 |pos-pos=neg: moglich, korrekt
2 0 1 0 0 [usw.
0 1 1 1
4 1 0 0 1
5 1 0 1 0
6 1 1 0 0
7 1 1 1 0
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Losung zu Aufgabe 2:

Uber das DeMoransche Gesetz. Die 1. Mdglichkeit ist eine NOR-Verkniipfung tiber
XOR-Verknipfungen. Nach Anwendung der DeMorgan”schen Regel wird (i) aus der
NOR-Verkniipfung eine UND-Verkniupfung und (ii) aus den XOR-Verkniipfungen
werden AQUIVALENZ-Verkniipfungen (vgl. dazu auch Studienbrief Grundlagen
digitaler Systeme).

Losung zu Aufgabe 3:

Weil unabhangig von der Zahlendarstellung der Vergleich auf Gleichheit / Ungleichheit

auf einen Vergleich von Bitmuster zuriickgefuhrt werden kann.

Ldsung zu Aufgabe 4:

# || At | Ao | B1 | Bo [[Aus|Bus| USase | As | Bs Sa>B
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
2 0 0 1 0 0 2 0 0| -2 1
3 0 0 1 1 0 3 0 0| -1 1
4 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
5 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0
6 0 1 1 0 1 2 0 1| -2 1
7 0 1 1 1 1 3 0 1] -1 1
8 1 0 0 0 2 0 1 210 0
9 1 0 0 1 2 1 1 -2 0
10 | 1 0 1 0 2 2 0 2| -2 0
11 1 0 1 1 2 3 0 2| -1 0
12 | 1 1 0 0 3 0 1 -1 10 0
13 1 1 0 1 3 1 1 -1 1 0
14 | 1 1 1 0 3 2 1 -1 ] -2 1
15| 1 1 1 1 3 3 0 1] -1 0
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

KV-Diagramm fiir USasg KV-Diagramm fiir Sasg
B B?A” 00 01 1 10 B B/:&A" 00 01 11 10
oo O 1 1 1 | O 1 0 0

0 ( 4| ) o] 4| T 8
1| O 0 1 1 or| O 0 0 0

1 5| \—13] 1 5 13 9
1|l 0 0 0 0 1] 1 1 0 0

3 7 15 11 3 1 15 11
| 0| 0 m 0 10 Ll (1) 1) 0

2 6 4 10 2 10

US,s=A B +A B -By+A A-B, S.;=AB+A-B B +A-A"B,

Lésung zu Aufgabe 5:

Yi,A:B :(Ai = Bi)' Ii,A:B

Der Y a=g Ausgang einer Stufe darf nur dann gesetzt werden, wenn (i) die zu
vergleichenden Bits gleich sind und (ii) auch alle niederwertigeren Stufen ein
Gleichheitsergebnis lieferten. Die Information der niederwertigen Stufen
kumuliert in den Ausgéangen der nachst niederwertigeren Stufe, welche die

Kaskadierungseingange der gerade betrachteten Stufe ansteuern.
Yiag = (A| > Bi)+(Ai = Bi)' i ass

Der Y asg Ausgang einer Stufe liefert 1, wenn das A-Bit groRer dem B-Bit ist
unabhéngig von den Kaskadierungseingéngen. Sind die beiden Bits A und B
jedoch gleich, dann hangt das Ergebnis vom Ergebnis der vorherigen Stufe ab.

Analoges gilt fir den Fall Y a<g:
Yiae = (A| < Bi)"‘(Aﬁ = Bi)' li acs
Die Eingédnge der Stufe 0 mussen auf den Gleichheitsfall gesetzt werden:

IO,A:B =1 I0,A>B =0 IO,A<B =0
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Ldsung zu Aufgabe 6:

Kombinatorische Integer-Arithmetik

# lpsg [ la= | la<e | A B Yase | Ya=s | Ya<s Kommentar
Ojo0|O0] 0] O] O Kask.eing. nicht zuldssig
1 0 0 0 0 1 Kask.eing. nicht zuléssig
2 0 0 0 1 0 Kask.eing. nicht zuléssig
3 0 0 0 1 1 Kask.eing. nicht zuldssig
4 1 0|0 1 0] 0 0 0 1

5 0|0 1 0 1 0 0 1

6 0110 1 1 0 1 0 0

7 0|0 1 1 1 0 0 1

8 0 1 0] 0| O 0 1 0

9 0 1 0] 0 1 0 0 1

10 O 1 0 1 0 1 0 0

11 0 1 0 1 1 0 1 0

12 | 0 1 1 0 0 Kask.eing. nicht zuléssig
131 0 1 1 0 1 Kask.eing. nicht zuléssig
14 ) 0 1 1 1 0 Kask.eing. nicht zuldssig
15| 0 1 1 1 1 Kask.eing. nicht zuléssig
16 | 1 0] 0| 0] O 1 0 0

17 1 0] 01O 1 0 0 1

18| 1 0110 1 0 1 0 0

19 1 0|0 1 1 1 0 0

20 || 1 0 1 0 0 Kask.eing. nicht zuldssig
21 | 1 0 1 0 1 Kask.eing. nicht zuléssig
22 || 1 0 1 1 0 Kask.eing. nicht zuléssig
23 | 1 0 1 1 1 Kask.eing. nicht zuldssig
24 | 1 1 0 0 0 Kask.eing. nicht zuléssig
25 || 1 1 0 0 1 Kask.eing. nicht zuléssig
26 | 1 1 0 1 0 Kask.eing. nicht zuldssig
27 | 1 1 0 1 1 Kask.eing. nicht zuléssig
28 || 1 1 1 0 0 Kask.eing. nicht zuléssig
29 | 1 1 1 0 1 Kask.eing. nicht zuldssig
30 | 1 1 1 1 0 Kask.eing. nicht zuléssig
31 1 1 1 1 1 Kask.eing. nicht zuléssig

Wenn die Kaskadierungseingénge ungultig sind, dann werden die Ausgénge 0 gesetzt,

was fir die nachst héhere Stufe wiederum einen ungiiltigen Wert darstellt. Geht man

davon aus, dass die Stufe 0 ordnungsgemaR angesteuert wird, dann kann nie ein

ungultiger Zustand auftreten. Unter dieser Voraussetzung kénnen die Ausgange auch

auf X (don’t care) gesetzt werden.
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Ldsung zu Aufgabe 7:

In der Wahrheitstabelle werden alle Ausgéange fur ungultige Eingangssituationen auf 0
gesetzt. Da die zu synthetisierenden Funktionen selten den Wert 1 liefern, geht man der

Einfachheit halber von der KDNF aus und minimiert rechnerisch.

Das ON-Set fiir Y a=g besteht aus den Mintermen mg und m1 die nicht

zusammengefasst werden konnen:

Yi,A=B = IA>B'|A=B'|A<B'A'B"'|A>B'|A=B'|A<B'A'B

Das ON-Set fir Y asg besteht aus den Mintermen mg, Mg, M1e, M1g UNd Myo. Die

Minterme mg und myo haben keine Nachbarn, die Minterme mi und mig sowie myg und

Mg bilden zwei Zweierbltcke:
| |

Yi,A>B: ASB A:B'|A<B'A B+ I A>B IA:B'|A<B'A'B+|A>B'IA:B

B+ IA>B' A=B ’ A<B'A
Das ON-Set fir Y a<g besteht aus den Mintermen m4, ms, m7, mg und ms7. Die Minterme
mg und my7 haben keine Nachbarn, die Minterme m4 und ms sowie ms und m; bilden

zwei Zweierblocke:

Yi,A<B = IA>B'IA=B'IA<B'A+IA>B'IA=B'IA<B'B+IA>B'IA=B'IA<B'A'B+ IA>B'|A=B'|A<B'

>|

-B

Losung zu Aufgabe 8:
Synthesevon Y, ,_; = (Ai = Bi)- I ag
Fur die Aquivalenz (XNOR Funktion) wird die entsprechende DNF eingesetzt:

:(A'Bi +E§|) liae=AB-lis +E g
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Synthese von Y; .5 = (A >B)+(A=B) i ns -

Die Wahrheitstabelle fiir die Funktion A>B lautet:

A B A>B
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Den Ausdruck A>B durch die DNF aus der Wahrheitstabelle ersetzen:

Yipog = (A, B, )+ A-B -l ,s+A-B-l ., gefolgtvon 2 Absorptionen:

|A>B AI B +A| ||A>B+B I|,A>B

Synthese von Y; , 5 = (Au <B ) (A| = Bi)' liacs -

Die Wahrheitstabelle fiir die Funktion A<B lautet:

A B A<B
0 0 0
0 1 1
1 0 0
1 1 0

Den Ausdruck A<B durch die DNF aus der Wahrheitstabelle ersetzen:

Yiacg = (A B, )+ A-Biliag +A-B-I I as  gefolgt von 2 Absorptionen:

i, A<B A| B+B Il,A<B+Ai'Ii,A<B

Anmerkung:

Versuchen Sie zu erkldren warum sich die Ergebnisse von den Ergebnissen der

Losung zu Aufgabe 7 unterscheiden.
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

Ldsung zu Aufgabe 9:

S=vas(CIl,B,A) CO=vaco(Cl,B,A)
CI,B CI,B
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
ol O 1 0 1 ol O 0 1 0
0 2 6 4 0 2 6 4
1] 1 0 1 0 11 O 1 1 1
1 3 7 5 1 3 7 5
S=A®B&®Cl CO=A-B+A-Cl+B-ClI

L6sung zu Aufgabe 10:

D=vsd(Cl,B,A) CO=vsco(CI,B,A)
Cl,B Cl,B
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
ol O 1 0 1 ol O 0 0 1
0 2 6 4 0 2 6 4
1] 1 0 1 0 1] 1 0 1 1
1 3 7 5 1 3 7 5
D=A®B&CI CO=A-B+A-Cl +B-Cl

Losung zu Aufgabe 11:

Beim Addierer: Cly=0 beim Subtrahierer: Cly=0

Lésung zu Aufgabe 12:

Die beiden Funktionen sind ident.

Sollte Sie dieses Ergebnis wundern, dann stellen Sie sich einen 1-Bit Zahlenkreis vor
und addieren Sie zu 0 den Wert 1 dazu und anschlielfend subtrahieren Sie von 0 die
Zahl 1...
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Kombinatorische Integer-Arithmetik

L6sung zu Aufgabe 13:

vsco(Cl, B, A) = vaco(ClI, B, A)

Lésung zu Aufgabe 14:

Ja.

Lésung zu Aufgabe 15:

Additions / Subtraktions Steuerleitung AS:
Cl —
B— 1-Bit —ERrG AS=0 bedeutet Addition
A— VA —CO AS=1 bedeutet Subtraktion
AS —

ERG=A®B®ClI
CO=A-B,; + A-Cl +B,; -Cl wobei gilt:

B,xt = AS @ B d.h. mit der Steuerleitung AS wird der Eingang B bei der

Subtraktion invertiert zu Bnt. Die XOR-Funktion wird hier als sogenannter

»gesteuerter Inverter” verwendet.

Lésung zu Aufgabe 16:

Kopie des héchstwertigsten Ergebnisbits.

Lésung zu Aufgabe 17:

NOR-Verknipfung tber alle Ergebnisbits.
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